
de Rham cohomology の
いりぐち

入口

1 
どうにゅう

導入

このページの
かくしん

核心は、
びぶんけいしき

微分形式の
と

閉じている
じょうけん

条件と
かんぜん

完全である
じょうけん

条件の
さ

差から、
くうかん

空間の
あな

穴を
けんしゅつ

検出することで

ある。

2 
ようご

用語と
ていぎ

定義

closed form
Closed form

 は、𝑑𝜔 = 0 を
み

満たす
けいしき

形式である。

exact form
Exact form

 は、ある
けいしき

形式 𝜂 により 𝜔 = 𝑑𝜂 と
か

書ける
けいしき

形式である。

3 
ほうしん

方針

𝑑2 = 0 により、exact form は
かなら

必 ず closed form である。
ぎゃく

逆 が
つね

常に
せいりつ

成立するとは
かぎ

限らない。その
しっぱい

失敗を
はか

測る

たいしょう

対象が de Rham cohomology である。
きょくしょ

局所では、closed form は
げんしかんすう

原始関数を
も

持つことが
おお

多い。しかし
たいいき

大域では、
あな

穴を
いっしゅう

一周する
せきぶん

積分が
のこ

残る
ばあい

場合が

ある。de Rham cohomology は、この
きょくしょ

局所と
たいいき

大域の
さ

差を
けいしき

形式の
げんご

言語で
きろく

記録する。

4 punctured plane の
れい

例

ℝ2 ∖ {0} で

𝜔 = −𝑦 𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑦
𝑥2 + 𝑦2

を
かんが

考 える。この 1 
けいしき

形式は
げんてん

原点を
のぞ

除いた
りょういき

領域で closed である。しかし
たんいえん

単位円 𝛾(𝑡) = (cos 𝑡, sin 𝑡) に
そ

沿って
せきぶん

積分

すると

∫
𝛾
𝜔 = 2𝜋

である。もし 𝜔 = 𝑑𝜂 と
か

書けるなら、
へいきょくせん

閉曲線に
そ

沿う
せきぶん

積分は 0 になるはずである。したがって 𝜔 は exact では

ない。
と

閉じていることは、
ちょくせつけいさん

直接計算でも
かくにん

確認できる。𝜔 = 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 とおくと、

𝑃 = −𝑦
𝑥2 + 𝑦2

, 𝑄 = 𝑥
𝑥2 + 𝑦2

であり、
げんてん

原点を
のぞ

除く
りょういき

領域で 𝑄𝑥 − 𝑃𝑦 = 0 となる。したがって 𝑑𝜔 = 0 である。それにもかかわらず
たんいえん

単位円の

せきぶん

積分が 2𝜋 であるため、exact ではない。
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5 𝑆1 の
ちょっかん

直感

えん

円 𝑆1 には
いっしゅう

一周する
あな

穴の
じょうほう

情報がある。closed form は
きょくしょてき

局所的には
びぶん

微分として
ひょうげん

表現できるが、
いっしゅう

一周したとき

の
せきぶん

積分が
のこ

残ると
たいいきてき

大域的な
げんしかんすう

原始関数は
そんざい

存在しない。この
さ

差が 𝐻1 の
ちょっかん

直感である。

𝑆1 では、
いっしゅう

一周する
む

向きに
そ

沿う 1 
けいしき

形式の
せきぶん

積分が
きほんてき

基本的な
ふへんりょう

不変量になる。
あな

穴がなければ
へいきょくせん

閉曲線は
めん

面の
きょうかい

境界と

して
ちぢ

縮められ、Stokes 
ていり

定理により closed form の
せきぶん

積分は 0 になる。
あな

穴があるため、この
しゅくやく

縮約が
さまた

妨 げられる。

6 
ちょっかんてき

直感的な
せつめい

説明

あな

穴のない
りょういき

領域では、
きょくしょてき

局所的な
じゅんかん

循環が 0 なら
たいいきてき

大域的なポテンシャルを
きたい

期待できる。
あな

穴のある
りょういき

領域では、

きょくしょてき

局所的に curl が 0 であっても
へいきょくせん

閉曲線に
そ

沿う
せきぶん

積分が 0 にならない
ばあい

場合がある。

7 
はんれい

反例としての
ぜんへいめん

全平面

ℝ2 
ぜんたい

全体では、
げんてん

原点を
かこ

囲む
えん

円も
えんばん

円板の
きょうかい

境界である。
なめ

滑らかな closed 1 
けいしき

形式を
えん

円に
せきぶん

積分すると、Stokes 
ていり

定理

により
えんばん

円板での 𝑑𝜔 の
せきぶん

積分になり、0 である。punctured plane では
げんてん

原点が
けつらく

欠落しているため、その
えんばん

円板を

りょういきない

領域内に
と

取れない。この
さ

差が
いそう

位相の
じょうほう

情報である。

8 
ひろ

広げすぎない
はんい

範囲

このページでは
ぐん

群や
そう

層の
いっぱんろん

一般論へは
しんこう

進行しない。
いりぐち

入口として
ひつよう

必要なのは、closed と exact の
さ

差が
くうかん

空間の
あな

穴を

けんしゅつ

検出する、という
いってん

一点である。
ぐたいれい

具体例を
きじゅん

基準にしてから、
ひつよう

必要に
おう

応じて
ちゅうしょうか

抽象化へ
しんこう

進行する。

9 
かんれん

関連リンク

→ 講義 線積分と保存場 lecture math vector-calculus

https://study.bem130.com/lecture/math/vector-calculus/線積分と保存場-講義/
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